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0. INTRODUCTION 
Dans tout cet article, on designe par I un ensemble preordonne filtrant a 
droite, donne une fois pour toutes. Nous considerons des systemes inductifs 
d’anneaux noetheriens, indexes par 1, les limites inductives &ant toujours 
supposees noetheriennes. Les notions de P-homomorphisme et de P-anneau 
sont definies dans (E.G.A., IV, 7.3) [6], P designant l’une quelconque des 
proprietes de (7.3.8) (1 oc. cit.). L’examen de la permanence des proprietes des 
fibres formelles d’un anneau local noetherien par passage a son hens&i& strict, 
conduit naturellement au problbme suivant: “Un anneau noetherien, limite 
inductive plate de P-anneaux, est-il un P-anneau ?” 
Le resultat clC est la proposition 3.1, qui dit qu’avec des hypotheses de 
separabilid sur les corps residuels, une limite inductive plate d’anneaux locaux 
noetheriens complets est un anneau excellent: un contre-exemple montre qu’on 
ne peut pas s’affranchir de l’hypothese de separabilite. Toujours dans cette 
hypothese, la proposition 3.1 permet de resoudre par l’affirmative le probleme 
ci-dessus, et de montrer qu’une limite inductive plate d’anneaux locaux noethb 
riens universellement japonais (resp. excellents) est un anneau universellement 
japonais (resp. excellent). Des contre-exemples montrent que ce dernier resultat 
ne s’etend pas au cas global: ces contre-exemples fournissent en outre en 
dimension 2 des anneaux universellement japonais non excellents, tous les 
local&s &ant excellents. 
Les anneaux consider& sont noetheriens, commutatifs et unitaires. Les 
notations et la terminologie sont celles de N. Bourbaki et de A. Grothendieck. 
La notation h est reservee au &pare complete radicaladique d’un anneau local. 
1. LIMITE INDUCTIVE PLATE DE P-HOMOMORPHISMES 
Soient (Ai , +jji) et (Pi , #iji) deux sysdmes inductifs d’anneaux noetheriens, 
indexes par & pour tout i E 1, Us: A, + Bi un homomorphisme tel que Uj 0 +ji = 
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#ji 0 ui , pour tout i < j. On pose A = l& Ai , B = l& Bi; et on designe par 
C#~Z Ai + A, #i: Bi -+ B les homomorphismes canoniques, et par u: A + B 
l’homomorphisme lb ui . Nous avons u o & = & 0 ui , pour tout i E I. Nous 
allons Ctablir la 
PROPOSITION 1.1. Conservons les notations pr&dentes, et supposons que: 
(i) Les anneaux A = l& Ai et B = l& Bi sont noeth&iens. 
(ii) Pow tout i < j, les homomorphismes +ji et & sont plats. 
(iii) Pour tout i E I, ui est un. P-homomorphisma 
Alors, u est un P-homomorphisme. 
Compte-tenu d’E.G.A., IV, 7.3.2 [6], on se ramene immediatement au cas oh 
les anneaux Ai et Bi sont locaux pour tout i E I, et oh tous les homomorphismes 
consider& sont locaux et plats, done fidelement plats. Soient maintenant p un 
ideal premier de A, pi son image reciproque dans Ai; k le corps residue1 de A en 
p, et ki celui de Ai en pi . Comme l’anneau A est noetherien, il existe un indice 
i, E I tel que, pour tout i >, iO , on ait p = piA. On en deduit que les systbmes 
inductifs (A,/pi , $ji) et (Bi/piBi , I,JJ~~) vdrifient les conditions (i), (ii), (iii) B partir 
de i,, E I. On peut done supposer A integre avec p = 0, et, pour tout i E 1, Ai 
indgre avec pi = 0. Le corps ki est alors le corps des fractions de A,; on deduit 
alors de (ii) que l’homomorphisme canonique 
est plat, pour iO < i < j. 
Soit K une extension finie de k. D’apres (E.G.A., IV, 1.8.4.2) [6], il existe un 
indice il E I (qu’on peut prendre >, iO) et une extension finie Ki, de kil tels que 
K = k gkil Ki, . Pour tout i > i1 , Ki = ki &, Ki, est une extension finie de 
ki . Nous avons canoniquement K = lb Ki , et un sysdme inductif d’anneaux 
noetheriens B, BAi Ki , index& par I, de limite inductive B @A K. Pour 
i1 < i < j, les homomorphismes de transition de ce systeme sont plats: en effet, 
comme Kj = kj &, Ki , l’homomorphisme Bi @Ai Kg + Bj aAj K$ se deduit 
de l’homomorphisme plat Bi BAi ki + Bj aA. kj par le changement de base 
ki -+ Ki; il est done plat. 
1 
Comme l’homorphisme u est plat, il reste a montrer, d’aprb (E.G.A., IV, 
7.3.2) [q, que B @A K verifie la propriete P, sachant que Bi gAi Ki verifie P, 
pour tout z > i1 (si la propriete P n’est pas geometrique, on prend K = k, et 
Ki = ki pour tout i ~1). Ce ci r&he du 
LEMME 1.2. Soit (Ai, $ji) un syst2me inductif d’anneaux noeth&iens tel que: 
(i) L’anneau A = lim Ai soit noethe’rien. 
(ii) Pour tout i < j, l’homomorphisme & soit plat. 
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(iii) Pour tout i E I, E’anneau Ai posskde 2’une des propr&s suivantes (n est 
un entier don& > 0): &tre rt!duit, Btre normal, Btre rigulier, &tre R, , &tre de Coha- 
Macaulay, &tre de coprofondeur < n, e^tre S,, . 
Alors, l’anneau A posside la m8me proprze’te’. 
Soient p un ideal premier de A, pi son image rkciproque dans Ai , k le corps 
residue1 de A en p et ki celui de Ai en pi . On pose C = A, , Ci = (A&,: on a 
C = h Ci . I1 existe un indice i,, E I, tel que p = p$ pour tout i > iO’; d’oh 
C &, ki = k. Comme l’homomorphisme &: Ci -+ C est plat, (E.G.A., IV, 
6.1.2 et 6.3.1) [6] montre alors que l’on a, pour tout i 3 i, , dim Ci = dim C, 
prof Ci = prof C, et coprof Ci = coprof C. On conclut alors de suite pour les 
trois dernieres proprietks; quant aux quatre premieres, elles resultent d’E.G.A., 
IV, 5.13 [6]. 
2. L'ANNEAU B = ~2 Bi, Bi D~SIGNANT LE SJ?PAR& COMPLBTB Zi-ADIQUE DE Ai 
Notations 2.1. Soient (Ai , $ii) un systeme inductif d’anneaux noetheriens, 
index6 par I; pour tout i E I, 3i un ideal de Ai , distinct de A, , tel que +ji(Jd) C Ji, 
pour tout i < j; on pose J = lim Ji . Soient Bi le &pare complete de Ai pour la 
topologie si-adique, B’ le s&pare complete de A pour la topologie J-adique, 
oli: Ai --f Bi et (II’: A -+ B’ les homomorphismes canoniques. Pour tout i < j, 
l’homomorphisme &: Ai -+ Aj est continu pour ces topologies, car Ji C 
&‘(J&. Done, d’apres TG III.52 [3], 1 i existe un homomorphisme continu et un 
seul *ii: Bi + Bj rendant commutatif le diagramme canonique suivant: 
Ai 9,i Aj 
On d&nit de m&me l’homomorphisme canonique continu 4:: Bi -+ B’ tel que, 
pour tout iEI, on ait *looli = 01’0&. 
Ai di A 
Le systeme (B, , &) est un systeme inductif d’anneaux noetheriens, index6 par 
I: on dksigne par B sa limite inductive et par &: Bi + B l’homomorphisme 
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canonique. D’apres la propriete universelle des systemes inductifs, il existe 
un homomorphisme et un seul 01: A +B tel que olo&=&ooli, pour tout 
i E fi et un homomorphisme et un seul $: B + B’ tel que I,+$& = #; pour tout 
i E I, en outre, on a ol’ = I/ o ol. Nous avons ainsi defini un homomorphisme 
canonique $: B - B’, soit, explicitement, 
(2.1.1) 
Nous ne savons pas grand’chose en general sur I#, l’anneau B n’ayant par 
exemple aucune raison d’&tre noetherien. La proposition qui suit donne un cas 
interessant oti B est noetherien, et precise alors le lien entre B et B’. 
PROPOSITION 2.2. Conservons les notations pr&dentes, et supposons que: 
(i) L’anneau A = lim Ai est noeth&ien. 
(ii) Pour tout i < j, l’homomorphisme ySii est plat. 
Alors. 
(1) L’anneau B est un anneau de Zariski pour la topologie JB-adique (en 
particulier, B est un anneau noeth&ien). 
(2) Le sbpare’ cornpEte’ de B pour la topologie JB-adique s’identifie canonique- 
ment & B’. 
Pour tout i E I, JiBi est contenu dans le radical de Jacobson de Bi , puisque 
Bi est complet pour la topologie JIB,-adique. Comme on a 2B = lim JiBi , 
on en deduit que JB est contenu dans le radical de Jacobson de B. 11 reste a 
montrer que l’homomorphisme 4: B - B’ est fidelement plat, et qu’il induit un 
isomorphisme (1) B/JB 2 B’/JB’. 11 en resultera que l’anneau B est noetherien, 
comme B’; et que le &pare complete de B pour la topologie JB-adique s’identifie 
canoniquement a B’. 
Par passage a la limite inductive, les isomorphismes canoniques A& 3 
Bi/JiBi , pour tout i E I, donnent un isomorphisme (2) A/J T B/JB. On en 
deduit (l), puisque A/J est canoniquement isomorphe a B’/JB’. Soit maintenant 
ln un ideal maximal de B; on a 3B C in, et, d’apres (2), il existe un ideal maximal 
et un seul n de A, contenant 3, tel que nt = nB. 11 est classique que nB’ est un 
ideal maximal de B’; done mB’ = nB’ # B’. D’autre part, d’apres (ii), l’homo- 
morphisme 4$: Ai + A est plat; on en deduit que I&: Bi + B’ est plat. Par 
passage a la limite inductive, on voit que 11, fait de B’ un B-module plat, done un 
B-module fidelement plat puisque, pour tout ideal maximal in de B, on a 
mB’ + B’. 
Kous allons en deduire deux corollaires. 
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COROLLAIRE 2.3. Conservons les notations precedentes, et supposons que: 
(i) L’anneau A = I& Ai est noethkien. 
(ii) Pour tout i < j, l’homomorphsime.$ji est plat. 
Alors, pour tout ideal maximal m de A, avec mi = #i’(m), l’anneau l&1(A2, est 
local noetherien et son separe’ complete’ pour la topologie radical-adique s’iden&e 
canoniquement a A:1 . 
Soient A un anneau noetherien, J un ideal de A, et S une partie multiplicative 
de A, telle que S n J = 4. Avec les notations d’(E.G.A., Or, 7.6) [5], on 
designe par: A(W) le &pare complete de WA pour la topologie S-lJ-adique, 
Affl le &pare complete de A, pour la topologie J,-adique (f~ S), et par A{sl la 
limite inductive l&,,, At71 . Nous avons alors le 
COROLLAIRE 2.4. Soient A un anneau noetht%n, 3 un ideal de A et S une 
partie multiplicative de A telle que S n J = 4. Alors 
(i) L’anneau A{,) est un anneau de Zariski pour la topologie JAcsl-adique: 
en particulier, il est noetht%‘en. 
(ii) Le separe’ complete de A~sj pour la topologie 3A(,}-adique s’identifie 
canoniquement a A{S-l}. 
3. LIMITE INDUCTIVE PLATE D'ANNEWX LOCAUX NOET~RIENS COMPLI~TS. 
Dans ce numero, nous allons montrer que, dans un cas particulier, l’homo- 
morphisme 4, introduit en (2.1 .l .), est regulier. 
PROPOSITION 3.1. Soient (Ci , &) un systeme inductsf d’anneaux noetheriens 
locaux complets; pour tout i E I, ki le corps r&duel de Ci en son ideal maximal. On 
suppose que : 
(i) L’anneau C = h Ci est noethbien. 
(ii) Pour tout i < j, l’homomorphisme +ji est local et plat. 
(iii) Pour tout i < j, & fait de kj une extension separable de ki . 
Alors, l’anneau C est hens&en excellent. 
D’apres E.G.A., IV, 18.6 et 18.7 163, 1 ‘anneau C est hen&lien et universelle- 
ment catenaire. 11 reste a montrer que l’homomorphisme canonique 4: C -+ e est 
regulier. Soient m l’ideal maximal de C, m, son image reciproque dans C,; il 
existe un indice i, E I tel que m = m,C pour tout i 3 i,; alors, c‘ &, ki est Cgal 
au corps residue1 de C, qui est une extension separable de ki , d’aprb (iii). On en 
deduit que, pour tout i > i,, , l’homomorphisme canonique &: C, -+ e fait de e 
une C,-algebre formellement lisse (pour les topologies radical-adiques) (E.G.A., 
0 rv , 19.7.1) [6]. Comme l’anneau Ci est complet, done excellent, le theoreme 
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d’AndrC [l] montre que& est regulier. D’aprb 1.1, l’homomorphisme canonique 
f$: C-t C est alors regulier. 
Remarque 3.2, Si les corps residuels sont de caracteristique zero, on peut 
aussi demontrer 3.1, en utilisant la resolution des singularit& et en appliquant 
(E.G.A., I\-, 7.9.8) [6] a l’homomorphisme $$. 
COROLLAIFS 3.3. Conservons les notations et hypotheses de 3.1, et supposons en 
outre que l’anneau Ci est integre pour tout i E I. Alors 
(i) L’anneau C est integre. 
(ii) Le corps des fractions L de e est une extension separable du corps des 
fractions K de C, et K est algebriquement fermi’ dans L. 
En effet, l’anneau C est integre puisque dji est injectif pour tout i < j. Compte 
tenu de 3.1, il suffit alors d’appliquer (E.G.A., IV, 19.8.2 et 19.8.3) [6]. 
Dans 3.1, on ne peut pas se dispenser de l’hypothese de separabilite, comme le 
montre la proposition suivante. 
PROPOSITION 3.4. I1 existe un systkme inductif (Ci , &) d’anneaux locaux 
noethhiens complets, tel que: 
(i) C = lim Ci soit un anneau de valuation discrete. 
(ii) Pour tout i < j, l’homomorphisme (bji soit local et plat. 
(iii) L’anneau C ne soit pas (universellement) japonais. 
Soient k un corps de caracteristique non nulle p, tel que (k : R”) = co; et, 
(k, , +ji) le systeme inductif canonique des souscorps de k qui sont des kp- 
extensions finies: on a k = lim ki . Pour tout i, posons Ci = RJ[TQ. On en 
deduit canoniquement un systeme inductif (Ci , &) d’anneaux locaux complets, 
de limite inductive C. Les conditions (i) et ( ii sont satisfaites, avec en outre ) 
e = k[[X]]. 11 reste a montrer que C n’est pas universellement japonais: d’apres 
(E.G.A., IV, 7.6.4) [6], il suffit d’etablir que le corps des fractions L de e n’est 
pas une extension separable du corps des fractions K de C. Comme (k : kp) = 00, 
il existe une suite (a,) d’elements de k, telle que, pour tout i, il existe un entier n 
tel que a, 4 ki . Posons S = C,” a,Xn. On a S E e, SD E C, et S $ C; d’oh S EL, 
Sp E K et S $ K (puisque C = e n K). Done L n’est pas une extension separable 
de K. 
4. LIMITE INDUCTIVE PLATE DE P-ANNEAUX 
PROPOSITION 4.1. Soit (Ai , &) un sysdme inductif d’anneaux noethkiens, 
tel que: 
(i) L’anneau A = l& A soit noetherien. 
(ii) Pour tout i < j, l’homomorphisme & soit plat. 
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(iii) La condition suivante (R) soit satisfaite: 
(R) “Pour tout ideal maximal 111 de A, avec tni = &‘(nt), l’homomor- 
A 
phisme canonique li&Ai) ,,,, ---f A,,, est regulier”. I 
Alors, si, pour tout i E I, Ai est un P-anneau, A est aussi un P-anneau. 
D’apres 2.3, avec C, = (A& et C == 4,,, , l’anneau l& Ci est local noethe- 
rien, de s&pare complete C. D’autre part, en vertu de (i) et (ii), les systemes 
inductifs (C, , 4ji) et (6, , ci) sa IS on aux hypotheses de 1.1. Deplus, pour tout t’ f t 
i E I, l’homomorphisme canonique Ci --t 6, est un P-homomorphisme; il en est 
alors de meme de+: C-l&iii, d’apres 1.1. L’homomorphisme canonique 
C + C factorise suivant C --++ &I Ci --t* C. Comme 4 est regulier d’apres (iii), 
4 0 4 est alors un P-homomorphisme (E.G.A., IV. 7.3.4) [6]. Ceci montre que A 
est un P-anneau (E.G.A., IV, 7.4.5) [6]. 
COROLLAIRE 4.2. Soient k un corps de caracteristique nulle, et (3, , &) un 
systeme inductif de k-algebres noethdriennes, te lque: 
(i) l’anneau A = lir~ Ai soit noethhien. 
(ii) Pour tout i ~1 j’, $ji soit un k-homomorphisme plat. 
Alors, si, pour tout i E I, Ai est un P-anneau, A est aussi un P-anneau. 
En effet, la condition (R) est verifiee d’apres 3.1. 
COROLLAIRE 4.3. Soient (Ai , &) un systeme inductzf d’anneaux locaux 
noetheriens; pour tout i E I, ki le corps residue1 de Ai en son ideal maximal. On 
suppose que: 
(i) L’anneau A = I& Ai est noetherien. 
(ii) Pour tout i < j, l’homomorphisme q& est local et plat. 
(iii) Pour tout i < j, &fait de ki une extension separable de ki . 
Alors, sz, pour tout i E I, Ai est un P-anneau, A est aussi un P-anneau. 
Ceci resulte de 4.1 et de 3.1. 
COROLLAIRE 4.4. Soient (Ai , &) un syst&me inductif d’anneaux locaux 
noetheriens; pour tout i E I, k, le corps residue1 de A, en son ideal maximal. On 
suppose que : 
(i) L’anneau A = h Ai est noetherien. 
(ii) Pour tout i < j, l’homomorphisme C& est local et plat. 
(iii) Pour tout i < j, &fait de kj une extension separable de kd . 
Alors, si, pour tout i E I, l’anneau Ai est universellement japonais (resp. excellent), 
l’anneau A est aussi universellement japonais (resp. excellent). 
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Kotons que, si, pour tout i E 1, Ai est universellement cathenaire, il en est de 
m&me de A, d’apres (E.G.A., IV, 18.7.5.1) [6]. L e corollaire 4.4 est alors un cas 
particulier de 4.3, P &ant la propriete des fibres formelles d’etre geometrique- 
ment reduites (resp. regulieres). 
COROLLAIRE 4.5 [4], [12]. Soit A un anneau noetherien local. Si A est un 
P-anneau, il en est de mt%e de son hens&se’ strict hsA; en particulier, si A est 
universellement japonais (resp. excellent), il en est de mZme de hsA. 
C’est un cas particulier de 4.3 et 4.4, en remarquant que, si A est un P-anneau, 
il en est de m&me de toute A-algebre locale-&ale. 
Remarque 4.6. Pour conclure dans 4.4., on ne peut se dispenser ni de 
l’hypthese (iii) d’apres 3.4, ni de l’hypothese (ii). En effet, C. Rotthaus [lo] a 
don& un exemple d’anneau local regulier universellement japonais, non excellent 
qui soit une limite inductive d’anneaux locaux reguliers excellents, les homomor- 
phismes de transition n’etant pas plats, les hypotheses (i) et (iii) &ant satisfaites. 
Enfin, nous verrons au numero suivant que les conclusions de 4.4 ne s’etendent 
pas au cas global. 
Donnons auparavant une application a l’anneau At,, . 
PROPOSITION 4.7. Soient A un anneau noetherien, J un ideal de A, et S une 
partie multiplicative de A telle que S CT J ==: 4. Alors, si l’anneau A est universelle- 
ment japonais, il en est de m&me des anneaux A(F) et Al,) . 
Nous savons deja, d’apres la proposition 3.3 [8], que l’anneau iz{S-l> est 
universellement japonais. La seconde assertion de la proposition 4.7 est un cas 
particulier de la 
PROPOSITION 4.8. Soient (Ai , &) un systkme inductif d’anneaux noetheriens; 
pour tout i E I, Ji un ideal de Ai , distinct de A, , tel que &&) C Jj , si i < j; 
Bi le s&pare’ complete’ de Ai pour la topologie Ji-adique; et (Bi , #ji) le systeme 
inductif defini en 2.1. On suppose que, pour tout i < j, $ii est un Lpimorphisme plat, 
et qu’il existe un indice i,, E I tel que l’anneau AiO. soit universellement japonais. Alors 
l’anneau B = la Bi est universellement japonais. 
L’anneau A = lim A, est noetherien, car I’homomorphisme canonique 
&: Ai + A est un Cpimorphisme plat. Soient nt un ideal maximal de B, et 
nti = $;‘(tn). Montrons d’abord que le systeme inductif ((BJ,,, , lcrji) verifie 
les hypotheses de 4.3; les deux premieres sont satisfaites, d’apks 2.2 et sa 
demonstration; la troisieme est trivialement verifiee car, si Ri designe le corps 
residue1 de B, en tni , on a ki = ki , pour tout i < j. 
D’apres le lemme 4.9 ci-dessous, il reste a montrer que l’homomorphisme 
canonique q%: B-t B’, ddfini en 2.1, est fidelement plat et reduit, et que l’anneau B’ 
est universellement japonais. D’apres 2.2, # est fidelement plat. De plus, les 
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anneaux A et Ai (pour tout i 3 i,) sont universellement japonais, comme Ai , 
puisque +i, et &, sont des Cpimorphismes plats; la proposition 3.3 [8] montre 
alors que les anneaux B’ est Bi sont universellement japonais. Ainsi, l’anneau 
(Bi),,,. est universellement japonais; done, ses fibres formelles sont geometrique- 
ment’reduites: il en est de m&me de celles de B, , d’aprb 4.3 et la premiere 
partie de la demonstration. Comme B’ est le s&part? complete de B pour la 
topologie J-adique, E.G.A., IV, 7.4.5 et 7.4.6 [6] montre alors que l’homomor- 
phisme est reduit. 
11 reste a Ctablir le 
LEMME 4.9. Soit f: A ---t B un homomorphisme d’anneaux noeth.+iens. On 
suppose que : 
(i) f est JidtYement plat et rt!duit. 
(ii) l’anneau B est universellementjaponais. 
Alors, l’anneau A est universellement japonais. 
Nous devons montrer que, pour tout ideal premier p de A, l’anneau A/p est 
japonais. Comme l’homomorphisme canonique A/p + B/pB verifie les conditions 
(i) et (ii), on peut supposer A integre et p = (0). Designons par K le corps des 
fractions de A, par K’ une extension finie de K; et par (C,,) la famille filtrante 
croissante des sous-anneaux de K’, qui sont des A-algebres finies et qui admettent 
K’ comme corps des fractions. Pour tout h, l’homomorphisme canonique 
est injectif puisque B est un A-module plat. Mais d’aprts (i), l’anneau K’ @A B 
est reduit; done C, @QA B est reduit pour tout h. D’apres (E.G.A., 0 IV, 23.2.4) 
[6] il existe un indice CII tel que pour tout h 2 01, l’homorphisme canonique 
soit bijectif. Comme B est un A-module fidelement plat, on en deduit que 
C,, = C, pour tout X > ol; done la fermeture integrale de A dans K’ est un 
A-module de type fini. Ceci montre que A est japonais. 
5. EXEMPLES D'ANNEAUX UNIVERSELLEMENT JAPONAIS, ET NON EXCELLENTS 
En 1975, C. Rotthaus [lo] a don&, dans le cas local, des exemples d’anneaux 
universellement japonais, et non excellents. Dans ce numero, nous construisons 
un anneau noethtrien A universellement japonais, non excellent, tel que A, soit 
excellent pour tout ideal maximal m de A. Cet anneau est obtenu par limite 
inductive fidelement plate d’anneaux semi-locaux excellents; il montre en outre 
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que les conclusions de 4.4 ne s’etendent pas au cas global. La construction utilise 
le lemme suivant. 
LEMME 5.1. Soient k un corps commutatif (aucune hypothbe de caractbistique 
n’est faite); a, p, y trois entiers 22 tels que d et /3 soient premiers entre eux et que 
y = 1 (mod a/3); X, Y, Z trois inde’terminees, et B la k-algebre 
Alors: 
k[X, Y, Z]/(Xn + Ya - 27). 
(i) L’algkbre B est geomktriquement integre sur k. 
(ii) L’algebre B est geoome’triquement ormale sur k. 
(iii) Pour tout extension K de k, m designant l’ideal maximal de B Ok K 
engendrt par les images de X, Y, 2, l’anneau (B Ok IQ,, est excellent et non 
regulier . 
En effet, pour toute extension K de k, on a 
B Ok K = K[X, Y, Z]/(Xa + Ye - 2~); 
c’est un anneau noetherien factoriel, d’aprb (chl, sect. 8, th. 8.1) [ll], done 
integre, integralement ~10s. Ceci demontre (i) et (ii). En outre, I’anneau 
(B o1 K),, est excellent comme quotient d’un anneau excellent; mais il n’est pas 
regulier, car c’est le quotient d’un anneau local regulier par un ideal principal 
non nul contenu dans le car& de l’ideal maximal. 
PROPOSITION 5.2. Soit k un corps commutatif (aucune hypothbse de carac- 
teristique n’est faite). Alors, il existe un systbme znductif de k-algkbres noethr%mnes 
integres semi-locales (Ai , &), tel que: 
(i) L’anneau A = h Ai soit noetherien integre de dimension 2. 
(ii) Pour tout i < j, & soit un k-homomorphismefidelement plat. 
(iii) Pour tout i E I, l’anneau Ai soit excellent. 
(iv) L’anneau A soit universellement japonais et non excellent. 
(v) Pour tout ideal maximal m de A, l’anneau A,,, soit excellent. 
Soit (&LN une infinite denombrable de copies de B; pour tout n, in, 
l’ideal maximal de B, engendre par les images de X, , Yn, 2, . Soit (R, , .&J 
le sysdme inductif d’anneaux noetheriens defini par recurrence par: R, = B, , 
R %+I = Rn @k &+I 3 hn,n: 4, - % &ant le k-homomorphisme canonique 
(n < m). Pour tout entier n, R, est un anneau integre excellent: on raisonne par 
recurrence sur n. Designons par K, le corps des fractions de R,; R,,, est un 
sous-anneau de K,, ok B n+l , qui est intkgre d’apres 5.1, done Rnfl est indgre; 
de plus R,+cl et K, Ok B,,, ont meme corps des fractions. Enfin, R,+l est 
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quotient d’un anneau de polynomes a trois indCterminCes, B coefficients dans R,; 
done R,+l est excellent, comme R, . D’autre part, pour tout n < m, I’homomor- 
phi= h., est fidelement plat; on en deduit que l’anneau R = lim R% est 
indgre (non noetherien). 
Pour tout entier p < n, maRn est un ideal premier de R,; on designe par S,, 
la partie multiplicative R, - u”,zt tq,R,; on a +&(S,,J = S, , pour tout 
n < m. Soient alors S = lim S,, , A = SFR et, pour tout entier n, A, = S;lR,. 
On obtient ainsi un systeme inductif (A, , && d’ anneaux noetheriens integres 
semi-locaux, de limite inductive A. Nous allons montrer que A &pond a la 
question. 
Les assertions (ii) et (iii) sont immediates. L’assertion (i) decoule de la pro- 
position 1 [7]; de plus (ntnA}nEN est l’ensemble des ideaux maximaux de A; les 
ideaux de A contenant un element don& non nul de A sont en nombre fini; et 
A est isomorphe a (Ln Ok B,)Q r z , , oh L, est une extension convenable 
de%:’ On en deduit l’assertion z1), c&r&~ tenu de 5.1. En outre, comme A,,, A 
n’est pas regulier et que tout ouvert non vide de Spec A contient une infinik 
d’ideaux maximaux, on voit que Reg A n’est pas un ouvert de Spec A, done que 
l’anneau A n’est pas excellent. 
I1 reste a montrer que l’anneau A/p est japonais, pour tout ideal premier p de A. 
Si p n’est pas nul, l’anneau A/p est semi-local; pour tout ideal maximal m de 
A/p, (A/p), est excellent comme quotient d’un anneau excellent d’apres v); 
ceci montre que A/p est excellent, puisqu’il est en outre semi-local; a fortiori, il 
est universellement japonais. Si p est nul, il n’y a aucun probleme en carac- 
teristique nulle, car A est integralement ~10s. Placons-nous dans le cas oh K est de 
caracteristique non nulle. Soient K le corps des fractions de A (et de R), K’ une 
extension finie de K. D’aprb (E.G.A., IV, 1.8.4.2) [6], il existe un entier m et 
une extension iinie KA de K, telle que K’ = Kh @Km K. Alors, pour tout entier 
n > m, KL = Kk OK, K, est une extension finie de K,, , et on a canoniquement 
K’ = l& KL. Designons par Rk la fermeture integrale de R, dans K;, , par R 
celle de R dans K’; nous avons canoniquement R’ = lint RL . Nous allons 
montrer que l’homomorphisme canonique (1) Rh OR, R, ---f Rk (m < n) est 
un isomorphisme. Par une recurrence Cvidente, il suffit de l’etablir pour 
n = m + 1. Nous avons des isomorphismes canoniques de K-algebres: 
Comme I’anneau R, est excellent, Rk est un R,-module de type fini, c’est 
done un anneau noetherien. Nous avons remarque plus haut que les anneaux 
X, @k %, et -G @k JL+, sont inttgres et ont m&me corps des fractions; ce 
corps est &gal a KA,, , puisque Kk,, = K,,, OK, K,, est un anneau de fractions 
de Ri,, OR,,, R,+, . D’autre part, 5.1 montre que l’homomorphisme k -+ B,+l 
est normal; done, d’aprks (E.G.A., IV, 6.14.1) [6] l’anneau Rk Ok B,,, est 
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normal. Comme il contient Rm+l et qu’il a Kh,, pour corps des fractions, il est 




Ceci montre que R’ est un R-module de type fini, puisque Rk est un R,-module 
de type fini. Done la fermeture integrale de A dans K’ (qui est Cgale a SIR’) 
est un S-rR-(c’est-a-dire un J-module de type fini. On en deduit que A est 
japonais. 
On demontre de m&me la proposition suivante. 
PROPOSITION 5.3. Soit k un corps commutatif (aucune hypothbse de carac- 
teristique n’est faite). Alors, il existe un systeme inductsf de k-algkbres noetheriennts 
integres semi-locales (Ai , &) tel que: 
(i) L’anneau A = l& Ai soit noetherien integre de dimension 1. 
(ii) Pour tout i < j, & soit un k-homomorphismeJid&mentplat. 
(iii) Pour tout i E I, l’anneau A, soit excellent. 
(iv) L’anneau A ne soit pas (universellement) japonais. 
(v) Pour tout ideal maximal 11t de A, l’anneau A,,, soit excellent. 
On applique la construction precedente a partir de B = k[X, Y]/(Yz - x3). 
Si m est un ideal maximal de A, A,,, est isomorphe a un anneau de la forme 
(L Ok Bh,, = W-Y YlU2 - WKC Y>, oti L est une extension convenable 
de k; done A,, est integre excellent, non integralement ~10s. L’anneau A n’est pas 
(universellement) japonais, car Nor A se reduit a l’ideal premier nul (E.C.A., 
IV, 7.7.2) [6]. 
6. PROBL~MES OUVERTS 
Le probleme de la nature de l’homomorphisme 4, defini en (2.1.1) demeure 
ouvert. Plus precisement, la proposition 3.1 suggere la conjecture suivante. 
Conjecture (C). Soient (Bi , &) un systeme inductif d’anneaux noetheriens; 
pour tout i E I, Ji un ideal de Bi , distinct de Bi , tel que #&J.) C Jj , pour tout 
i < j. On suppose que: 
(i) L’anneau B = l& Bi est noetherien. 
(ii) Pour tout isI, I’anneau Bi est separe complet pour la topologie 
J,-adique. 
(iii) Pour tout i < j, l’homomorphisme z,& est plat. 
(iv) Pour tout i < j, l’homomorphisme Bj/Ji --f Bj/Jj , induit par J+!Q , 
est regulier. 
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Alors, B’ dCsignant le sCparC cornpI& de B pour la topologie (l& .Ji)-adique, 
l’homomorphisme #: B -+ B’ est rCgulier. 
Signalons un cas particulier de (C). 
Conjecture (C,). Soient A un anneau noethdtien, J un idCal de A et S une 
partie multiplicative de A telle que S n J = 4. L’homomorphisme #: Atsj + 
A(W) est rCgulier. 
L’intCr&t de ces conjectures est qu’elles interviennent dans la &solution des 
questions posCes par A. Grothendieck (E.G.A., IV, 7.4.8) [6] (passage du local 
au global). 
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